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MBTHODES DE TOPOLOGIE ALGfiBRIQUE POUR 
LE PROBLtiME DE LA COURBURE SCALAIRE PRESCRITE 
Par T. AUBIN et A. BAHRI 
RBsuMB. - Par des arguments topologiques, on met en evidence des hypotheses suffisantes pour qu’une fonction 
K, don&e sur une varitte riemannienne compacte (A4, g), soit la courbure scalaire d’une metrique conforme a g, 
ABSTRACT. - By topological arguments, we set forth sufficient hypotheses for a given function K, on a compact 
Riemannian manifold (n/r, g), to be the scalar curvature of a metric conformal to g. 
1. Introduction et r6sultat.s principaux 
l&m donnee une variete riemannienne compacte (M,, g) saris bord, nous Ctudions dans 
cet article le probleme de la courbure scalaire prescrite : il s’agit de trouver des conditions 
suffisantes pour qu’une fonction K donnee soit la coubure scalaire d’une metrique g’ E [g], 
la classe conforme de g. Nous traitons ici le cas positif, celui oti le laplacien conforme 
-L= -A+ & R est inversible. Depuis Aubin [3], les problemes presentant une 
invariance conforme reelle, comme au premier ordre les problemes de courbure scalaire, 
ont fait l’objet de nombreux travaux. Deux approches principaies peuvent etre citees : l’une 
par minimisation, voir Aubin-Hebey [4] et Escobar-Schoen [18], l’autre par des methodes 
dynamiques et topologiques telles qu’initiees dans Bahri-Coron [9], et developpees et 
approfondies par Bianchi [lo], Bianchi-Egnell [ 111, Brezis [ 121, Chang-Gursky-Yang [ 141, 
Chang-Yang [15], Chen [16], Chen-C. Li [17], Han-Li [19], Y.-Y. Li [20], [21]. 
Lorsqu’on examine tous ces resultats, ainsi que ceux que nous demontrons ici, on 
s’apercoit que nous sommes loin de resultats optimaux, m&me dans le cas des spheres 
standard (S,, go) lorsque K est proche d’une constante, ceci &ant vrai meme du point 
de vue de la recherche d’une condition topologique satisfaisante sur les points critiques 
de la fonction K. 
Par souci de simplicite, et aussi parce que les Cnonces sont differents, nous supposerons 
que la variete est de dimension 71 2 5. Les demonstrations s’etendent aux spheres de 
dimension n = 3 et 4 en prenant pour fonction 8 celles considerees dans Bahri-Coron [9]. 
Nous admettons, dans ce qui suit, que la fonction K est au moins C3 et n’a que des 
points critiques non dCgCnCrCs gyi, 
0 5 i 5 s. 
Nous faisons deux familles d’hypotheses differentes. 
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AI - AK (yi) > 0 pour I 5 P (0 2 B < s) et 
- AK (yi) < 0 lorsque % > e. De plus nous supposons 
K(Yo) 2 ... 2 K (YP) > K(yf+~) L . . . 1 K(~J~). 
AZ Si en certains points critiques y, (1 2 i 5 !), -AK (yi) < 0, nous supposons 
alors que leurs indices de Morse sont compris entre n - m + 3 et n - 2. m est un entier 
defini par la condition A3. 
A3 Soit 2 un pseudo-gradient de K qui a la propriete d’etre de Morse-Smale. Pour 
ce pseudo-gradient on d&nit 
W, (yi) est la variete stable de y; pour 2. 
On suppose X non contractible. On note m l’ordre du premier groupe d’homologie 
reduite non nul. 
Ad Pour un reel positif c < K (yye), on suppose que X est contractible dans 
Kc = {X E M/K (CC) > c}. 
Nous allons demontrer les theoremes suivants : 
THI~OR~ME 1. - Sous les hypothbses A 1, A3 i Aq, il existe une constante CO indkpendante de 
K telle que si K (yo)/c 1. 1 + CO, alors K est la courbure scalaire d’une me’trique g’ E [g]. 
THBORGME 2. - Sous les hypothtses A 2, As, Aq, il existe une constante co indkpendante 
de K telle que si y 5 1 + co, alors K est la courbure scalaire d’une me’trique g’ E [g]. 
Nous rappelons dans ce qui suit le cadre variationnel du probleme de la courbure 
scalaire et ses caracteristiques principales. Ensuite nous expliquerons le comportement des 
asymptotes correspondant a un seul point de concentration de ce problbme variationnel. 
Puis, avant de donner les details techniques, nous decrirons les arguments topologiques 
qui permettent de conclure. Mais commen$ons par introduire 8 (a, X) les fonctions sur la 
variete qui sont les transportees des fonctions 6 (X) = [X/(1 + X2 T~)](~-~)/~ solution de 
l’equation - Acp = n (TI - 2) P(“+~)/(“-~) sur (W! E), E la metrique euclidienne. 
Convention pour simplifier l’ecriture : 0 (A-“) ne signifie par forcement qu’il y a un 
terme de l’ordre de X-“, le 0 (X-“) peut &tre un o (A-“). 
2. Choix des fonctions (i (a, X) et dkveloppements asymptotiques 
Soit p > 0 un reel petit devant le rayon d’injectivite i, de la variete : lop < $.. n et 
y &ant des points de la variete, on considere pour chaque point a E M, une fonction 
IL, (y) E C” (M) telle que 
hl (y) = & [2Rij (a> - R(a) gij (a)/(n - I)] yi yj 
dans la boule de centre n et de rayon 2 p, {y”} &ant un systeme de coordonnees geodesiques 
en a. 
On sait, d’apres le premier auteur [3] que dans la metrique conforme i = eh 9, 
fiij (Cl) = 0. 
TOME76- 1997-No6 
M6THODES DE TOPOLOGIE ALGBBRIQUE 527 
On considere des coordonnees geodesiques {xi} pour la metrique 3 en CI,. Comme 
phl,=lJ = 0, {xi} t es un systeme de coordonnees normales en a pour g. 
On pose r2 = g w2. T est la distance du point 5 a a dans la metrique 3 : r = 2(x:, a). 
Nous choisissons 
(1) i (a, A) (x) = 6 (a, A) (x) T/J,, (x) w (r) + (1 - w (f-)) x1-“‘2, 
oii 6 (a,. A) (x) = 6 (A), $a (x) = ecnp2jha (z)/4 et ou w (t) est une fonction decroissante 
C” sur R, Cgale a 1 lorsque t < p et nulle pour t > 2 p. 
LEMME~.-A=J~ ]V$I’dV+& s R A2 dV admet le de’veloppement asymptotique 
en X suivant : 
(2) A=+-2)2-“w,+O & 
( > 
avec O<a<l, 
cr fix& w, &ant l’aire de la sphbre unite’ S, (1) c Fin+‘. 
Preuve. - Une integration par pat-tie et un calcul simple donnent A = s 8 (-L 8) dV + 
0 (X2-‘&). On sait (voir [2] 9 2.29) que le laplacien conforme -L = -A + H R 
verifie, quelque soit la fonction positive 11, 
(3) L (II, f) = ~r(~+ww) i(f) , 
oh ,! est le laplacien conforme dans la metrique 3 = T+!J~/(~-~) g. Ici nous appliquons (3) 
avec ?I, = $J~ et comme dp = &n’(n-2) dV, il s’en suit que 
A=- Sw&5w)de+O(X2-“)=- 
J / 
6w i (SW) d6’ + 0 (X2-“), 
BZP 
en notant B, la boule de centre a et de rayon r = g pour 9. 
Pour T > p, 6, l&.6] et 18,” 61 se majorent par CX1-“/2, en designant par C des 
constantes positives qui dependent bien stir des donnees p, w, Q, la variete, les fonctions 
IJ, mais sont independantes des variables a, X, 2; d’oti 
(4) 
is 
6w t (SW) dV 5 C X2-“. 
&p\~ P 
Sur B,, w = 1. 11 nous reste done a calculer 
s 




Nous avons major6 & seulement par Cr” pour que la deuxieme integrale soit convergente. 
Enfin, comme 
(6) -AS = n (n - 2) c!?(~+‘)‘(~-~) + (n - 2) X1+n/2 r (1 + X2 r2)--n/2 8, Log fi 
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(j* n/c+*) df,i’ 
. BP 
+ (n - 2) 
J 
(Xr)” (1 + X2~2)1-ndr &jdrda. 
BP 
D’aprh les propriCtCs de la mCtrique j en a, on sait (voir [3]) que 
(7) 
d’oti 
(8) - J bhdp=n((n-2) J 
fi24(7+2) &$ + 0 
BP BP 
d& &ant 1’ClCment d’aire euclidienne. De plus on a 
Comme le dernier terme est en 0 (APn), (4), (5) et (8) entrainent (2). Rappelons que 
(-4 = 2nWn-l Jooo g$. 
LEMME 2. - D = SK(x)6 A2n/(n-2) dV admet le dkveloppement asymptotique en X 
suivant: 
D= K(a)2-“w,+c, AK (4 7 + 0 (A-“), 
o& 2, est une constante positive qui ne dkpend que de n. 
Preuve. 
D = J K(x) (6@) *n/c+*) &’ + 0 p*-77 = J K (x) (SW)~“‘(“-~) dv + 0 (A*+); Jh 
sur B2,,\Bp, 6 < C X1-“/* d’oti 
(10) Is K (x) (SW)*“/+*) d p 5 CA-“; B ZP\BP 
sur B,, w = 1 et d’aprks (7) 
(11) J K @-) S2n/(n-2) dV = J K (x) 62n’(n-2) dE + 0 B, B, 
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en effet 
s 
O” JI~P+~~T- Cte 
o (1 + x2 T2)n = 7 car n 2 5. 
Dans le developpement limit6 de K (z) en a, le terme lineaire donne aussi un terme 
en O(+), d’oti 
(12) 
s 
K (XT) 62n’(n-2) d& = K(u) 
BP .I 
62+-2) d& + 0 (X-4) 
R” 
+ A, K (a) 
s 
T2 627d(n--2) d,f + o (X-3) 
R” 
car nous avons vu plus haut que les integrales sur B, dfferaient des integrales sur R” 
d’un terme en 0 (A-“). 
s 
r2 S2nl(n-2) d& = w,-l 
R” 
Comme le systbme de coordonnees {xi} est normal en a pour g 
A, K (u) = Ei’ 6’ij K (u) = gi’ dij K(U) = AK (U)s 
Ainsi (lo), (11) et (12) entrainent (9). 
Calculons maintenant les developpements asymptotiques des fonctionnelles avec deux 
masses 8, et I$. 
LEMME 3. - F = 5 V&V&dV + & J R 8, &, dV admet le de’veloppement 
asymptotique en X suivant : 
(13) F = n (TI - 2) E,~ + 0 (A-” d (a, b)) + 0 (X-2-a’2), 
03 a et b sont deux points de h4?, E,b = JR,, &(nS2)l(n-2) 6, cl& avec u un point de Iw” de 
norme d (a, b) et S, (A) (z) = [X/(1 + A2 ]]z - G]]~)](~-~)/~. X, et Xb sont 2 X suppose’ 
grand, alors que d (a, b) estpetit, d (a, b) < 2 p. F se major,, en valeur absolue, par C&,6 
d un 0 (X-2-a/2) prt%, Q E]O, l[. 
Preuve. - Se reporter pour les details aux demonstrations precedentes. 
F=-- .I &L&dV=- s Sb $I~ wb ?,/I?+~)~(~-~) l(6, W,) dV + 0 (x2-“) 
FE- .I db ($b/&) wb L (6, W,) dV + 0 (x2-n). B% 
D’aprbs (5) et l’inegalite de HGlder, l’integrale avec k est en 0 (&). En effet 
celle-ci se majore par un terme en 
C (J,,, r*S2dl J,,, 6’d$12 5 CX-(2+“/2). 
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Comme pour 7‘ > p, b, I& S] et 18: b] se majorent par C Xl-‘“/*. 
Notons t? l’ensemble des points de B, oti wP = 1. Sur B,\8, & se majore par C X1-“/’ 
et vue l’expression de dS (voir (6)) 
I/ 
66 ($b/&) wb A (&z) dv) 5 c A*-“. 
BP\8 
11 nous reste i i haher se 6b (?,bb/‘$,) a (6,) dv. 
L’integrale contenant le terme riemannien de &5, (voir (6)) se majore par 0 (X-2-n/2). 




0 6b (1 + A2 r-2)@ 
dV 5 Xl++ (162dy* (1 (l+;r2)n dV)l? 
Sur 8, muni du systbme de coordonnees {XT’}, nous considerons trois metriques &, 96 
et E. 
Quand b + a, $b/?h + 1, rb est equivalent a T, qui est T. Nous avons note rb = db (b, z) 
la distance de b a x au sens de la metrique &. Et d’apres le choix des coordonnees 
r a= d, (a, cc) = dz (a, TX) = 7’. 
En considerant y la geodesique de b a II: pour &, et ;U la geodesique de b a 5 pour & 
nous avons r” = dE (b, z) < &- (y) = rb (1 + 0 (r,“)) et rb 5 &, (?) = 1’(1 + 0 (?“)), car 
.& (22) = (1 + 0 (f3)) E. & designe la longueur pour &. 
En consequence 
I[X/( 1 + X2 r~)](“-*)I* - [X/(1 + X*?*)](n-*)‘2] 5 c (lA;;;;:;f,2 / F - 1 1 
,lj(“+*)/* 
= (1 + x2 y*p/* O @“). 
Quant h $b/Ga, $b/$a = 1 + 0 [r” d (a, b)] sur 8. 
L’inCgalitC de Holder montre que 
x n+2 .I’ 
~6 
o (1 + 9 pp/2 (1 + x2~)~~+*w* = 0 (p-4*) 
et 
on a note 
d (a, b) 
J 
‘8, 6,1’1+2)‘(“-2) r* dV = 0 (A” d (a, b)), 
i3 
& = [X/(1 + x2 P)]@-2)‘2. 
Enfin comme m = 1 + 0 (r3), nous avons un terme en se 6b 6p+2)‘(“-2) r3 dl qui 
est un 0 (Xe3). 
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LEMME 4. - s K (ST) 81, 8?+2)‘(n-2) dV se majore, h un 0 ( xe2-“12) pi-&s, par C && 
Preuve. - Reprenant la demonstration du Lemme 3, l’integrale sur Bz,\B, est en 
10(X-2-“/2)1 et celle sur B,,\B en O(A2--11). 
Dans l’indgrale sur 0, remplacer d? par d& est une operation 0 (A-“), et remplacer 
6b par ib une operation 0 ( x-2-“‘2). 
11 nous reste alors Jo K (2~) ($6/y&) & 6g+2)‘(“-2) dE, qui se majore par c &,+ 
PROPOSITION 1. - Posons J(u) = IIuII-~ [J K (ST) u2n/(n-2) dV](2-“)‘“; 
J (CT=, cxi 6 (ai, Xi)) admet le de’veloppement limit& suivant : 
(14) J &&xi, Xi = 
( i=l )> 5 K (ui) ,$ n’(n-2) 
i=l 1 
(n-2)/n 
5 AK (ui) a; n’(n-2) 
x 1 _ C, i=l 
x2 $ K (ai) CY~ n’(n-2) 
+ 0 (1 &a, a, ) + 0 (X-2-a’2) 
i<j 
pour Xi 2 X suppose’ grand et les E,~ (13 p etits. C, est une constante qui ne dkpend que de 
n (n-2) 2/n n, b, = 4 wn et ct E IO, l[. 
La preuve decoule des Lemmes 1 a 4 et d’inegalites utilisees deja par le deuxieme 
auteur ([5], [S]). 
3. Le problhme variationnel et ses caractkistiques principales 
On introduit l’espace Hr muni de la norme 
I& = /- IV u12 dV + 4 ;‘:“1) I’ Ru2 dV, 
/U/-L est une norme car nous sommes dans le cas positif. Le probleme de Yamabe Ctant 
entierement rbsolu, sans nuire a la generalite, nous pouvons supposer que R est une 
constante positive. Choisissons R = 4 s ce que nous ferons desormais, 12~l-L n’est alors 
que la not-me hilbertienne habituelle de Hr. 
Soit C+ = {U E HI/W 2 0 et l]w]]~~ = l}. 
Soit C’ on introduit la fonctionnelle J (TI) = [J K (x) u27L’(n-2) dV](2-“)‘“. 
On rappelle que cette fonctionnelle ne satisfait pas la condition de Palais-Smale sur C+. 
On connait bien le comportement des suites {zL~} de C+ qui violent cette condition. Pour 
d&-ire ce comportement, on introduit la famille de fonctions sur IF, dependant de n + 1 
parametres, qui sont les solutions de l’equation de Yamabe -Acp = n (n - 2) p(“+2)/(“-2) : 
6 (a, A) (x) = [X/(1 + x2 12 - .12)](n-2)‘2. 
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On note S = JR,, ]VS12dz = rl (n - 2) 22” w,. 
Comme il a et6 montre au paragraphe precedent, nous transportons ces fonctions sur la 
variete, nous les appelons 8 ((L, A). (L E n/r est le point de concentration, X (la concentration) 
est un parambtre positif. Comme nous allons faire une demonstration par l’absurde, nous 
supposons desormais que l’equation 
-au + 
‘II, - 2 
4 (71, - 1) 
Ru = &- u(n+2)/(n--2) 
n’a pas de solution positive. Ces solutions correspondraient aux points critiques de J 
sur Cf. 
Nous avons alors le resultat suivant, que les recherches de plusieurs auteurs ont contribue 
a Ctablir (Brezis-Coron, P. L. Lions, Sacks-Uhlenbeck, Struwe, Taubes). Ce resultat permet 
de comprendre comment se cornportent les suites violant la condition de Palais-Smale. 
PROPOSITION 2. - On suppose que J n ‘a pas de points critiques SW C+. Soit {uk} c Cs 
une suite telle que J (uk) --+ c un Gel positif et ,J’ (Q) -+ 0. Alors, quite b extraire une 
sow-suite note’e toujours {uk}, il existe un entier p E N*, p suites de points de M : {uf}, 
{a:}, . . . . {a:}, etp suites de concentrations {At}, . . . . {X,“} qui tendent vers l’in$ni, tels que 
2 ~+a4 (a+) ; ca;, A+) 
I z 
uk - ‘=’ 
II II 
--+o 
f: ~(2-“)/4 (a;> 8 ca;, p) 
7=1 HI HI 
et 
(l--n)/2 
+ 0 lorsque k -3 cm. 
Dkjinition des ensembles V (p, E) pour p E N* et E > 0. V (p, E) est l’ensemble 
des fonctions u E C+ pour lesquelles il existe al, u2, . . . . up, p points de M, et p reels 
Xl, x2: “‘, A, 2 $ tels que 
avec 
l-n/2 
Eij = $+$+hihid2(ai;“i)] <E. 
3 2 
Sur V (p, E), on introduit le probleme de minimisation 
On a alors la proposition suivante dont la demonstration a des modifications mineures 
p&s, est donnee dans Bahri [5] et Bahri-Coron [8]. 
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PROPOSITION 3. - I1 existe e. (p) > 0 tel que si E < &o (p), le probleme de minimisation 
(15) a une solution unique ci une permutation circulaire prtk 
Ainsi pour E assez petit, toute fonction de V (p, E) s’ecrit de man&e unique sous la 
forme : 
(16) u = fy ai 8 (Ui, Xi) + v, 
i=l 
ou v est orthogonale dans Hr aux fonctions 
On dira que ‘u satisfait ( Vo). 
De plus 1141~~ < E et pour tout couple i, j 
Qi *‘(n-2) K (Ui) ---) 1 
af’(n-2) K &) 3 
quand E -k 0. 
On rappelle aussi que dans cette representation e;j = o (1) qui tend vers zero lorsque 
& + 0. 
Un developpement limit6 sommaire montre l’estimation suivante : 
LEMME 5. - Soit u E V (p, E). &and E + 0 
b,f:fg P (2/n)-l 
(17) J(u) N 
2=1 1 
2 K (u;) a5 n/(n-2) 
*=1 1 
1-2/n -+ bn c i=l K(“-2)/2 (a;) 1 
avec b, = ~ n (n-2) w;ln 
En effet d’ap:bs le Lemme 1, l18.112 z H, + S = n (n - 2) 2-” w, lorsque i < Xi + x, 
et d’apres le Lemme 3, pour i # j (&, 8j)~~ est de l’ordre de eij. 
NOUS avons note ii pour i (ai, Xi). 
De ce lemme 5, on deduit sous l’hypothese F < 1 + CO avec CO assez petit, que 
les valeurs de 5 i=l A-:12 (a,) p euvent Ctre separees en deux groupes, celles qui sont 
inf&ieures h < = j$$f-J (n-2)‘2 
[ I 
pour un certain v avec 0 < Y < 1; et celles qui sont 
superieures a E. 
Une valeur du premier groupe ne peut Ctre obtenue que si p = 1. Les valeurs du 
second groupe peuvent correspondre a p = 1, mais alors pour CO assez petit, le point de 
concentration n’est pas dans Kc. 
Faisons de J une fonctionnelle homogene, notee toujours J, en la multipliant par Ilull&, . 
Pour p = 1, la fonctionnelle J (8 ( al, Xr) + TI) se comporte au sens 0 con-me suit (nous 
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avons omis o1 par homogeneite) : 
(18) J&al, A,) +w) = 
b est un reel positif d’apres le Lemme 2 et o est fix6 arbitrairement verifiant 0 < (y. < 1 
(voir lemme 1). 
Quant a v il realise le minimum de 
J (6 (al) X1) + II) dans l’espace des w; 
v est unique comme nous le verrons et Q est une forme quadratique definie positive 
satisfaisant, pour un certain p > 1, p-’ Id 5 Q 5 /3 Id. 
En travaillant un peu plus, on peut changer les coordonnees (al, X1, V) en (;ir, i\r , V) 
de sorte que, dans ces nouvelles coordonnees : 
J(Qa1, Xl) + 11) = 





1 _ b AK (61) 
if 
+ IV2 1 
d (6,: at) -+ 0 quand X1 -+ co, k et + restant born&. 
x1 
Ainsi la variable V devient une variable complbtement independante des awes, qui 
vit dans un espace de Hilbert fixe et pour laquelle on peut done definir une equation 
differentielle totalement independante $$ = -V, de sorte que dans l’espace des V, toutes 
les trajectoires convergent vers un minimum unique. 
Dans l’espace (u Ir XI) ou (idI, Xt) lorsque al et done ii1 ne sont pas G proches >> d’un 
point critique de K, la fonctionnelle se comporte, au sens C1 (XI grand) essentiellement 
comme la fonction [K (ii1)](2-“)/“. On peut d’ailleurs definir dans ces regions un 
pseudo-gradient qui opere seulement sur la variable (zr, saris changer x1. 
Comme le terme --y est, au sens Cl, en 0 $ et comme x1 est aussi grand ( > 
qu’on le veut, le raisonnement vaut a l’exterieur d’un voisinage prescrit aussi petit que 
I’on veut des points critiques de K (x1 est d’autant plus grand que ce voisinage est petit). 
Par contre, si al est dans ce petit voisinage du point critique z. et si AK (zo) est non 
nul, on peut faire un changement supplementaire de variables dans l’espace X1 de sorte 
que dans les nouvelles variables (Gr, x1) la fonctionnelle s’ecrive 
J(u) = bn, [K (61 )I (2 n)ln - 1 _ signe AK ( ZO) 12 + IV2 
Al > 
n(n-2) 2/n ofib,=rw, . 
Un pseudo-gradient approprie &pare alors completement les variables iir, et x1, et on 
peut voir la fonctionnelle comme une fonctionnelle produit, avec une asymptote vers le 
bas si -AK (zo) > 0 et une asymptote vers le haut dans le cas contraire. 
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Ainsi on voit que, pour p = 1, les asymptotes vers le bas (les points critiques ?I l’infini) 
sont en bijection avec les points critiques z. de la fonction K ayant -AK (~0) > 0. 
De plus la fonctionnelle &ant decomposee au voisinage de ces asymptotes et, loin de ces 
asymptotes operant seulement sur la variable ?1. i, on peut mettre en correspondance, tant 
qu’on ne s’approche pas des points critiques z. de K ayant -AK (zo) < 0, les trajectoires 
du pseudo-gradient descendant que nous avons d&it pour J avec les trajectoires d’un 
pseudo-gradient descendant pour 1 /K. 
La demonstration du developpement limit6 (18) est faite dans [5]. On peut noter qu’a 
la contribution de 21 pres, elle est faite dans la proposition 1, ci-dessus. La reduction (19) 
est Clementaire. Elle est faite dans un contexte plus general (pour tout p) dans [ 171 et 
[28]. La construction du pseudo-gradient est immediate apres (19). Tout lecteur desireux 
de s’enquerir des plus petits details peut se reporter a [7] et [28] oti cette construction 
est &rite de la man&e la plus complete; mais, apres (19), cette construction est, comme 
nous l’avons dit, immediate. 
4. DCmonstration du Theo&me 1 
Sous les hypotheses du theoreme 1, E > 0 &ant petit, en dessous de la valeur 
cl = b, [K (yp)](2-“)l” + 2, 
les asymptotes de J correspondent aux points critiques 90, glY . . . , yp. 
La variete instable a l’infini pour chacune de ces asymptotes IV, (Y~)~, . . . , W, (~e)~ 
peut se deck-e comme IV, (ya), . . . . IV, (ye) (pou; un pseudo-gradient de K) multiplie par 
[A, co[ domaine de la variable Xi (resp. x1 ou Xi), A &ant un reel grand. 
Rappelons que nous raisonnons par l’absurde en supposant que J n’a pas de point 
critique. 
11 s’en suit que Jc, se retracte par deformation sur X, = b w (Y& wr [271, 
j=l 
sections 7 et 8) qui n’est pas different du produit de X par [A, cc [ d’apres les raisonnements 
precedents. 
Par ailleurs, en utilisant (Ad), on va demontrer que X, est contractible dans JC2+E, 
E > 0 petit, avec c2 = b, c c2+)ln. Pour ceci, on rappelle qu’il existe une contraction 
f : [0, l] x X -+ Kc, f continue verifiant pour V a E X f (0, a) = a et f (l? e) = aa 
un point de X qui est defini en A3. 
Cette contraction donne naissance a la contraction suivante f^ de X, dans C+ definie 
par : 
P> 11 x x 3 (6 al, A,) L 8 (f @, al), h) + V E C+, al E X, X1 2 A. 
^ ,. 
Pour t = 0, 6 (f (0, ai), Xi) + V = S ( al, Xi) + V qui est la fonction dont on est parti 
dans X,; 
$ est continue et f^(l, al, Xi) = j(uo, Xi) + V. 
On obtient ainsi une demi-droite qui est contractible dans elle-meme. 
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Par les developpements limit& precedents, on constate que J (8 [f (t7 aI), Xl] + ‘ii) se 
comporte comme 
(21) bn [K (f (6 a~))]‘~-“I’” [l + 0 (A-‘)] 
avec K (f (t, al)) 2 c par construction. 
Done la contraction se fait au-dessous du niveau b, c(‘-~)/‘~ [ 1 + 0 ( Ap2)]. Pour E^ > 0 
dond, il suffit de choisir A assez grand pour qu’il en soit ainsi. Ainsi X, est contractible 
dans Jo +. 
De plus, il n’y a pas d’asymptotes entre cr et ca + E pour CO assez petit. En effet cl et 
c2 + E sont des valeurs proches, done toutes deux inferieures a b, [ et les asymptotes en 
dessous correspondent a des valeurs critiques inferieures a cl. 
En resume, en i’absence de points critiques, JC, se retracte par deformation sur X, qui 
est contractible dans J CZ+E qui se retracte par deformation sur JC, . 
X, est alors contractible dans Jc, qui se retracte par deformation sur X,. X, est done 
contractible, ce qui entraine X contractible. D’ou le resultat par contradiction. 
Le raisonnement precedent reste entierement valable si en dessous de cl, J a des points 
critiques d’indice de Morse (au sens large) plus petit ou Cgal a m - 2 (m est defini en As, 
son existence se deduit du fait que X est un retract de voisinage euclidien - un espace 
stratitie de dimension finie - et du Theoreme de J. C. Whitehead). 
En effet cette classe d’homologie qui est rktlide dans X, ne s’annule pas dans JC1+E 
si J a des points critiques d’indice 5 m - 2 (ceux-ci ne peuvent pas annuler une classe 
d’homologie de dimension m). 
En particulier on en deduit le corollaire suivant : 
COROLLAIRE. - La solution mise en e’vidence a un indice de Morse au sens large plus 
grand ou &gal 2 m. 
Preuve. - Si I’indice au sens large d’une telle solution Ctait inferieur ou Cgal a m - 1, 
apres avoir, si necessaire, perturb6 la fonctionnelle pour que le point critique (ou cette 
famille de points critiques) soit, non dCgCnCre, on aurait des points critiques non degCnCrCs 
d’indice 5 m - 1. Ces points critiques ne peuvent pas changer les groupes d’homologie 
de dimension m des ensembles de niveau de J. 
Or X, d&nit une classe d’homologie de dimension m non nulle dans JC, et nulle 
dans rJC2 +e. 
Le resultat s’en deduit. 
5. Demonstration du TMor&me 2 
Nous supposons toujours que J n’a pas de points critiques. Notons ~1, . . . , Z, les points 
critiques de K, parmi les 
yi (1 I i 5 4, oii - AK&) 5 0 (1 5 j 5 r). 
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L’idee est de perturber K au sens C2 dans des voisinages de zi , . . . . z, en K, de 
sorte que K ait les memes points critiques avec les memes indices de Morse mais avec 
-4K(zJ > 0. 
X, le nouvel X, est aussi non contractible. La fonctionnelle j correspondante est aussi 
proche que l’on veut au sens C1 en dessous du niveau 22/” b, [K (~u)](~-“)/” de la 
fonctionnelle J. 
En dessous du niveau c2 + E, j peut avoir des points critiques. Cependant au fur et a 
mesure que l’on raffine l’approximation de K par K, ces points critiques ne peuvent aller 
que vers de fausses asymptotes pour p = 1. 
En effet, si ces points critiques ne se concentraient pas (ou n’avaient pas une limite faible 
nulle), ils convergeraient vers un point critique de J qui n’en possede pas d’apres notre 
hypothese. 11s doivent done se concentrer en des points 06 l’on effectue des developpements 
limit&. Comme K est tres proche de K, ces developpements limit& montrent qu’en dessous 
de c2, il n’y a qu’un point de concentration. De plus ce point de concentration converge 
vers un point critique z de la fonction K. Ce point z doit &tre un des points yi 1 5 i 5 I! 
avec -AK (2) 5 0, car le developpement limit6 montre que J et j ne peuvent avoir de 
points critiques au voisinage de ces asymptotes. 
En effet si -AK (2) > 0 on aurait : 
Done ce point critique de j ne peut que rentrer dans tout voisinage prescrit d’une 
fausse asymptote. 
D’apres la proposition qui suit, si K est choisie avec soin, l’indice de tels points critiques 
est au plus Cgal a m - 2 oti n - m est le minorant de l’indice de Morse de K en zi 
(1 < i < r). 
Les raisonnements precedents entrainent une contradiction. Ainsi le Theo&me 2 sera 
Ctabli une fois demontree la 
PROPOSITION 4. - L’indice de tels points critiques est au plus m - 2. 
Preuve. - Dans une premiere &ape, en prenant K tres voisin de K, on sait que ces 
points critiques parce qu’ils se concentrent en un point qui est au voisinage de zl, . . . . z,, 
peuvent se representer de man&e unique sous la forme 
(22) qzo, X0) +‘u 
oti zo est voisin de ~1, par exemple, et oti u petit satisfait (Vo) : 
(23) V, = 
{ 
Y E H,/(w, (a)-, = 0 pour cp = 8, i g, X g 
> 
. 
Le developpement limit6 suivant est alors valable au sens C1 (voir, par exemple, 
A. Bahri [5]); 
J&z, X)+v) = _ ’ K (Z)(n-2)/n l-c? +(f, w)+Q(w, w)+O(]u]?L’“-“)): 
JOURNAL DE MATHBMATIQUES PURES ET APPLIQUgES 
538 T. AUBIN ET A. BAHRI 
Q est une forme quadratique definie positive sur les fonctions ‘u qui satisfont ( VO). Son 
operateur associe est plus grand que o. Id et inferieur a /3o Id, avec a0 et PO positifs. 
(.f’, U) satisfait l’estimation (a des coefficients multiplicatifs, sans importance, p&s) : 
(f, ?]) = -p (x) ($(n+W(4) (z, A) v = - /(I;- (x) - I? (z)) P+2)l(n-2) (x, A) ?I 
ZZ- s DE(z) . +x) J(n+W(n-2) (2, A) v+o.(I 124 ($(n+W(n-2) (2, A) IM) 
Le 0 peut Ctre choisi independant de J? si on fait de sorte que 
ID2 Eirl 5 c (1+ ID2 K]) 
ou C est une constante fixe, arbitraire. 
On voit done que : 
En utilisant la positivite de Q, on voit alors que, dans l’espace des v, J a un seul point 
critique V, sur lequel on a l’estimation suivante : 
8 (~0, Xc) + 21, puisqu’il est un point critique, est extremal pour toutes les variations, celles 
par rapport a v en particulier. 11 doit done &tre Cgal a 8 (zo, X0) + V, oti 
quand z tend vers K. 
On peut faire mieux et estimer $$=ZO : 
LEMME 6. -a) I;i~l-~l~=~, = o(i);b) l~l,=,, I-L = o(1). 
Dkmonstration. - L’estimation a) a deja et6 demontree; 
?i satisfait l’equation : 
A?j = f + 0 (Ij$‘;2)‘(n-2)), 
oti A est l’operateur associe a Q sur l’espace des ‘u satisfaisant ( Vo). 
On peut differencier par rapport a z cette equation. Les estimations sur le 0 et sur A, 
dans la formule ci-dessus, pas sur f, sont independantes de R, si R est assez proche de 
K au sens Co (voir Bahri [5], et aussi Bahri [7] dans l’addendum). 
On obtient : 
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Si $$ satisfaisait (Vo), on en deduirait puisque A et A-l sont born& sur cet espace : 
~~~~L~q~~~~L+~~~~L l~l-L)~.(,l~l-L+~~~-,). 
De plus (Lemme 7 demontre plus bas), pour tout w satisfaisant (Vi) : 
J IJ d’ (‘, ‘1 i (z x)4/(+2) _ 0 1 dz ’ - 0 x 14-L. 
En utilisant cette estimation et k choisi de sorte que ID2 kI 5 C (1 + IO2 KI), on a, 
pour tout ZI satisfaisant (VO) : 
($ u)-, = -J liza(,, xp-2) $v 
n 
= -s J (IT - IT (.z>) 8 (z, A)+2) g ‘u + o (;) I’uI-L 
n-2 = -- 
2 J Drl- (2) f(Lz - 2) 8(2, x)4'+2) g 1
+o (s d (2, )" 8 (z, x)4/("-2) 1 a; /I,,,. F) 2 
= 0 ( a %) + i ItJ-L. > 
Done 
/ 2 l~L=O(d(Z>zo~+~) =0(l) 
D’ou en utilisant a) on aurait : 6% I I - & -L = o(1). 
Cependant, g ne satisfait pas la condition (V,), mais comme V la satisfait : 
n , .  
(v, $J)-L = 0 pour 4 = 8(z, A), t :(z, A), X :(z, A), 
en differentiant cette identitb, il vient : 
11 est facile de voir que 121-L 2 CXI$I-L. 
Done 
( > ;dP = o(qlq-L 14-L). -L 
La projection P (g) de e sur l’espace des 4 a une norme qui est en 0 (A l~l-~). Cette 
estimation, jointe a l’argument precedent qui permettait de borner g - P (2) permet de 
demontrer que lgl-L = o(l). 
JOURNAL DE MATHeMATIQUES PURES ET APPLIQLJfiES 
540 T. AIJBIN ET A. BAHRI 
Now demontrons maintenant le : 
LEMME 7. - J‘(s (2, A)ai(f’-2) 2 1) = 0 (i) ]u]-L brsque ‘u satisfuit (Vo). 
Preuve. - Calculons L8, voir (1) pour le choix de i. 
-Li = -L (+A + x1-‘+ (1 - w)) 
= 0 (p/2) + $#+2)/(7-2) [-i ((&)] 
= (j (p7+) + (@j)(‘“+ww) w+0(l2l6>+0 (lxl2g) +o (l42g-J 
Dans ce calcul, qui utilise le fait que les coordonees sont normales pour j, que R (a) = 0 
et que FL ‘lc = dk Log jj$J, t ous les coefficients sont differentiables par rapport a z. De 
plus O$ (a) = 0 d’oti g (T,,++~)‘(~‘-~) w) = 0 (1x1). 
Differentions l’identite preddente, nous obtenons : 
^ 
-L = 0 (xl--nq + 0 (IXI) 6(‘“+2)/(‘“-2) + 0 (1) 6 + 0 
+,(,+=) +~~in+Pl/(rr-2jW64/(n-2)~ 
Comme 2 = 0 ([XI) : 
J 
’ 64/(n-2) a6 . 
dzw= .I .i 
+ xl-‘@) II. 
Mais u satisfait ( Vo) : (23) s L $ 71 = 0, d’ou on peut Ccrire s 84/(rL-2) $ ‘u = J B v 
avec 
(24) B =0 (X1-“/2) + 0 (1x1 S(71+2)l(n-2)) + 0 (1) s + 0 
++4$) +O(142ax~T;a,). 
A nouveau, tous les coefficients dans B sont differentiables par rapport a z. Nous 
utiliserons ce fait par la suite, a la fin de la demonstration de la proposition. 
Comme IJ B4 L [IPI1 2n/(nS-2) + 0 wn’2)l I’UI- L oti la norme de B est prise sur 
la boule B,, nous sommes amen& a calculer des integrales du type Ik, r,l = Jp &$k 
avec t = X r. On trouve que 
I k,m=o(X-k)sik<2m et Ik,m=o(XE-2m) si k>2rn avec &>o. 
En effet 1% I < C X1fn12 T (1 + t2)-‘“‘2; I& 1 < C X1+n/2 (1 + t2)-“i2 et 
IaS:;&zI 5 CX3+“/2T(l+t2)-1--n’2 ou C est une constante. 11 s’en suit que nous devons 
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estimer les normes, dans Lzn,(n+2) sur B,, de 1x1 S(“+2)/(“-2), 6, 1x1 $$, (21 & et 
142 a” ax~axJ az . 
A l’evidence les deux dernieres donnent un resultat equivalent preponderant par rapport 
aux deux precedentes. Par exemple 
L O[X 14-n/2 (x-n-2”/(“‘2) ) (n+2)/2n ]=O ;. 
0 
De plus la norme de IzISs est aussi en 0 (i) d’ou : 
Nous poursuivons notre demontration. 
Pour ameliorer la comprehension, on va << demontrer >k la proposition comme si v Ctait 
nul. On calcule done la derivee seconde par rapport a la variable z de J (8 (z, A) + V) 
comme si v Ctait nul. L’indice de cette derivee seconde, major6 au plus de 1 pour tenir 
compte de la variable X nous donna l’indice de Morse de J au point critique. (En effet, 
dans l’espace des variables restantes, qui est l’espace des V, J (6 (z, X) + V) est minimal.) 
Nous calculons done $$ J (8/z, A) avec J (8 (z, A)) = s liBcr,:jZn,cn-Z,. 
On suppose, pour la simplicite du calcul que 181 -L = 1 i.e. que 8 a CtC normalisee 
pour avoir cette identite. 
A un terme qui est 0 ($) p&s (au sens C1 par rapport a z, voir la construction des 
fonctions 8) 
J (8 (2, A)) = JB(z+2)8(0, A& +o($)’ 
On a alors : 
$ J&z, A)) = 
-J DK (z + z) 8 (0, x)2”‘(“-2) 
(J It (x + 2) 8 (0, x)2”‘(“-2))2 (1+0(g): 
$ J&z, A)) = 0 
i 
(J DK (x + z) 8 (0, X)2n’(n-2))2 
( > 
3 J g (g (o$ p/+2) 
1 
j’ D2 I? (x + z) ii (0, X)2”‘(“-2) - 
J I? (x + 2) 8 (0, x)2”‘(“-2) (1+0(+)) 
Comme z est proche de zo, le premier terme est o (1) et 
g (Qo, A)) = o(1) - CJ II2 I? (x + 2) 8 (a, X)2n’(n-2). 
B (0, PI 
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Sans perte de generalite, on peut supposer que O2 K sur B (0, p) soit Cgale a 
O2 K (zr) + o (1) et que O2 K (zr) soit diagonale. On peut obtenir par exemple O2 @ en 
rendant plus grandes les valeurs propres negatives de O2 K (de sorte que -AR (zr) > 0, 
k n’ayant toujours que z1 comme point critique dans B (0, p)), pour cela on considere 
des coordonnees de Morse pour K au voisinage de x1. On obtient & en utilisant la forme 
diagonale de K et en augmentant les valeurs propres negatives de O2 K (zl) en z1 et en 
les ramenant a leur taille initiale sur dB (0, p). La construction est lintaire et t&s simple. 
L’indice de K en 21 est compris entre n - 2 et n - m + 3, done est plus grand ou Cgal a 3. 
Ainsi, comme p est fixe, quand X tend vers +cc, l’indice dans l’espace des z est Cgal 
au nombre des valeurs propres negatives de - 
s 
O2 K (z + z) 8 (0. X)2”‘(“-2), qui 
B (0, P) 
est le mCme que celui de -O2 K (zr) par construction, d’oh le resultat. 
Cependant en toute rigueur, il y a le terme V dont il faut tenir compte. Pour ceci, nous 
pro&dons comme suit : 
Soit P le projecteur, -L orthogonal. 
n ^ 
H1 -+ (Vo)l = Vect 
{ 
8(z, X), i g, X g }. 
Par construction de V, on a 
.I’ (u + v) = P (J’ (u + v)). 
En differentiant J (TJ + V) une fois par rapport a x, on obtient : 
J’ (u + a) . (;+$) = J’(u+~).P(g+g). 
Differentiant une seconde fois, on trouve : 
(25) J”(u+u). $ (u+v). P + J’(u+zi).; 
Comme PV = 0 =3+ PE = 0. 9 aZ a2 
De plus P g = -E P + E car P2 = P. D’ou 
p-E+P%o 
dP 
dz dz . 
Done 
Un calcul simple montre que (J’ (u) 1 = 0 (i). Done 
-J’(u +v). g (v) = 0 (;) lalmL) j g / + o (1~12, 1 g I). 
11 est facile de voir que ) $$ I = 0 (X). 
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En effet Id-P s’obtient en prenant les produits scalaires avec 8, i g, X g . E est 
obtenu en dh-ivant ces produits scalaires par rapport 2 z. 
Avec cette construction des fonctions 8, Ii g[ est born& d’oti le rksultat. Cette 
estimation, combike avec l’estimation sur Ill-~ donnCe par le Lemme 6 donne : 
J’(u+V).P g =-J++q.pg+ ; . ( > 0 
Prouvons maintenant le : 
LEMME 8. 
J”(U.+u) d (u+v) P 2 + J’(u+;is) -c- P z 
( > . dz . dz ( ( . dz dz >) 
= o(1). 
h-ewe. - Diffkrentions 1’identitC : 
J’(2lfiq.P g =-J’(u+qg(II). 
( 1 
On obtient : 
Observons maintenant que : 
J’(u+v) = J’(u) +O([Z[-~) = 0 (’ ) =o(;); x + IV/-~ 
d2 P /-I dz2 = 0 (A”). 
En utilisant le Lemme 6, on obtient : 
J’ (u + V) . = o(1). 
De meme, on a 
J” (  +-ii> 2 
U 
. dz . 
11 reste done ?I estimer -J” (u + a). $$ . g (V), qui est Cgal, B des coefficients 
multiplicatifs born& p&s, 2 : (Le vrai u est d (z, X)/k (z)(~-‘)‘~) 
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Comme 5 (;Ti) = -P (E), cette expression se r&&it : 
(2, P(g)>,-% .I’~/b+nll/(~-~)~P(~) -to(l). 
En utilisant la demonstration du Lemme 7, avec u remplace par P (g), en particulier 
en utilisant I’expression de -L (2) et celle de B en (24), on montre que 




Le terme s BP (g) est o (1) (l’argument est explicit6 a la fin de ce papier). La formule 
precedente devient done : 
Comme [$$I I C AZ, cette expression est : 
(Le terme en X est absorb6 par d (x, z) dans un changement de variables homogenes. 
lgl-L est o(l) et l;isJ-~ = O(i)). 
On voit done que -J” (U + a). g. g (F) = o(1). 
Le Lemme 8 est done demontre. 
Revenons au calcul de la dCrivCe seconde de J (U + V) par rapport a z. Celle-ci est 
(20) J” (u + ?i) +J’(u+i;,.;(P(~+~)). 
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En tenant compte du Lemme 8, cette dCrivCe seconde est Cgale h : 
0 (1) + J” (U + V) . ; (U + V) . P 
( > 




= o (1) + J” (u + V) . g . P + J” (IL + v) . 2 , P 
En effet, on a 
7- E (0, 1). 
Mais, aprhs un calcul simple : 
I( J” (u + V) - J” (u + TV)). V. hi = 0 (s 1 lu + ?j~4/(n-2) - Iu + .$‘+2)I I?i( l/L/) 
+ 0 (lq2-L 1%L) 
i c I& 1hl-L + 
( J p$n+2)‘(n-2) llzll<V IhI . > 
Comme nous prenons u = 6, on obtient 
P$=get ( > 1 g (p(g) /=I s /=+I.l+&p) =w”I4>, 
(U 2 c/X(n-2)/2 par construction). 
= o(l) + 0 I-12 (v L IqJ 
Comme IQ/-L = 0 (A”), 0 ( lqL / g$ IL) = o(l). 
Notre d&ivCe seconde (20) est done Cgale B (Lemme 8) : 
a2 u 
~(l)+J~‘(u+n).$~+J”(u+v).~.~+ J”(u+II).~,.~+ .r(u).$. 
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= .I” (u) . 2 . g + J” (u) . v. 
a* ‘U 
dz2 + o(l). 
Notre derivee seconde devient Cgale B : 
On Ccrit (b) sous la forme : 
Cette derivee seconde se reecrit done : 
J” (u) . ; . ; + J’ (u) . 2 +A J”(u).c.g jz ( 
J”(u+is)- J”(u) .&$‘(,).u .;+o(l), 1 
L’expression ((J” (u + ;is) - 7’ (u)) . g - (& J” (u)) V) $$ est Cgale essentiellement 
B j- I? [(Iu + VI 4/(+-2) - 1L4/(+*) &A - -1~3/(n-*)-l ii$ - 2% (les au&es termes, qui 1 ‘ 
?( 
7Lk-2 wl aZ 
viennent du fait que J (u + ?s) et 11, ne sont pas Cgaux ou de 5 J (*u) sont faciles ) 
a contrbler). Par exemple, 
J(u) - J(u+I) = J’(u+;is).;i?+ O(l?&) = O(l?7Il,) 
car P (.I’ (71, + v)) = J’ (u + V) est orthogonal a V. Un tel terme meme, multiplie par 
lgl!L = 0(X*), reste o(l). 
11 est clair que (raisonner selon que [VI < JuI ou I?L[ 5 151) 
(Iu+vI 4/(7&e-2) 4/(+*)-l v < c (lq2 ,L4/(n-*)-*+~,~4/(n-*) liuiL,;,), 
Nous avons 1% I 5 C X u, et comme i a et6 construit de sorte que i 2 C X1-71/2, on a 
4/(11--2)-l 5 ?i 1 I 'u 32 I% 
< c 
.I' 
(Iv12 x2 u4'(7L--2) + lTl14'(n-2) x2u2 l,u,qq) 
5 CA2 
s 
(1~12 1,,4/(,r~-*) + j2/1*7an-2)) 
5 c (A” I& + x2 (?jly-*)) = 0 (1). 
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Notre derivee seconde devient done : 
Calculons J” (u) . v . &. 
Comme ;is est -L orthogonal a 2, cette expression est Cgale, a une fonction multiplicative 
pres (fonction qui est bomee ainsi que ses derivees), a : 
J 
&/(n-2)v~ = dz J 
k,&(d) d”D dz 
= 
J (d - R(z)) uwn-2) J 




(k _ 2 (*)) u4/(n-2) $ v) = -D# (z) J uwn-2) g ;i? 
+ 
I 
(k _ k(z)) u4/(~-2) $j g + & J (@ _ jq ~~1) u4/(-+1 
( > 
g ’ 5 
+ 
J 
(k - jj (2)) u4/(-2) 2 77. 
(I? - IT(z)) = O(d(z, z)), V = O(i) et puisque DR(z) = o(l), on a: 
d 
dz (I (& - K @)) U4on-2) g u) = -OR(z) J u4/(n-2) au - T& ‘u + 0 (1). 
Par ailleurs, 
g a4 ( J u4/(n-2) & dz v > 
= Dk (2) J u4/(n-2) ati - z 21 + k(z) g (s u4/(n-2) du c > dz . 
A un coefficient multiplicatif p&s, s u*/(~-~) g V = [ BE ou B a et6 defini en (24). 
Nous avons vu que s I35 = 0 (t) IV/-~ = o (1). Done 
D&(z) J u4/(n-2) du- dzu = o(1) d et az (I (R-l? (z)) u4'(n-2) g c) = o(1). 
JOURNAL DE MATHfiMATIQUES PURES ET APPLIQUBES 
548 T. AUBIN ET A. BAHRI 
Nous devons maintenant estimer I? (5) 5 (s u~/(~‘-‘) 2 71) soit : 
Pour s B 2, on peut proceder comme pour s B ‘u : notre estimation sur J’ B u n’utilisait 
pas l’appartenance de II B (I+,), celle-ci avait seulement CtC utilisCe auparavant, pour se 
ramener g s B ZI. 
Done s BE = O(i)l& = o(l). 
Pour ,/ g G, on observe que les coefficients de B sont diffkrentiables par rapport B 
z et que les diffkrentielles des fonctions 6 et de leurs d&rivCes peuvent se majorer par 
C, XY 6, oh y est l’ordre total de diffkrentiation (y compris par rapport 2 la variable z) 
i.e. (PSI < C,X~S. 
Done, pour les majorations, g se comporte comme XB et 
Ainsi g (J”(U) .;i?. g) = o(l). 
D’oti la dCrivCe seconde (20) est 
J” (76). 2 . g + 0 (1) = J” (71). g . g + 0 (1). 
Elle a done le meme indice que 7’ (u) . g . 2. Tout se passe comme si v Ctait nul. 
Le rkultat s’en dkduit. 
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